Rezolvarea triunghiurilor oarecare
Exercitii care folosesc teoremele anterioare


La fel ca în cazul rezolvării tringhiului dreptunghic, rezolvarea triunghiului oarecare presupune determinarea tuturor elementelor acelui triunghi, având cunoscute unele dintre ele. Reamintim faptul că elementele unui triunghi sunt cele trei unghiuri și cele trei laturi ale sale.

Problema 1: Fie triunghiul [image: ABC] unde [image: AB=6], [image: AC=8] și măsura unghiului [image: A] este de [image: 60^\circ].
** avem  cazul în care cunoaștem două laturi și unghiul cuprins între ele.
[image: ]
Cu ajutorul teoremei cosinusului vom determina latura [image: BC], apoi măsura unghiului[image: B].
[image: \begin{align*} BC^2&=AB^2+AC^2-2\cdot AB\cdot AC\cos A\\\\ &=6^2+8^2-2\cdot 6\cdot 8\cos 60^\circ\\\\ &=36+64-96\cdot\frac{1}{2}\\\\ &=52\\ \end{align*}]
[image: \begin{align*} \cos B&=\frac{AB^2+BC^2-AC^2}{2\cdot AB\cdot BC}\\\\ &=\frac{36+64-52}{2\cdot 6\cdot 2\sqrt{13}}\\\\ &=\frac{48}{24\sqrt{13}}\\\\ &=\frac{2}{\sqrt{13}}\\\\ &=\frac{2\sqrt{13}}{13} \end{align*}]
Problema 2: Fie triunghiul [image: ABC] unde [image: AC=15], [image: A=\frac{\pi}{6}] și [image: C=\frac{\pi}{4}].
** În acest caz, cunoaștem masurile a două unghiuri și lungimea laturii dintre ele.
[image: ]
[image: \begin{align*} m(\sphericalangle B)&=[90^\circ-m(\sphericalangle A)-m(\sphericalangle C)]\\&=[90^\circ-(30^\circ+45^\circ)]\\&=90^\circ-75^\circ\\&=15^\circ \end{align*}]


Pentru a afla lungimile laturilor [image: BC=a] și [image: AB=c] vom folosi teorema sinusului.
Dar, mai întâi calculăm [image: \sin 15^\circ].
[image: \begin{align*} \sin 15^\circ&=\sin (45^\circ-30^\circ)\\\\ &=\sin 45^\circ\cos 30^\circ-\cos 45^\circ\sin 30^\circ\\\\ &=\frac{\sqrt{2}}{2}\cdot\frac{\sqrt{3}}{2}-\frac{\sqrt{2}}{2}\cdot\frac{1}{2}\\\\ &=\frac{\sqrt{6}-\sqrt{2}}{4} \end{align*}]


Atunci: avand teorema sinusurilor:
[image: \begin{align*} \frac{a}{\sin A}=\frac{b}{\sin B}=\frac{c}{\sin C}\\\\ \frac{a}{\displaystyle\frac{1}{2}}=\frac{15}{\displaystyle\frac{\sqrt{6}-\sqrt{2}}{4}}=\frac{c}{\displaystyle\frac{\sqrt{2}}{2}}\\ \end{align*}]
Rezultă:
[image: \begin{align*} &\frac{a}{\displaystyle\frac{1}{2}}=\frac{15}{\displaystyle\frac{\sqrt{6}-\sqrt{2}}{4}}\\\\ &\Leftrightarrow a\cdot \frac{\sqrt{6}-\sqrt{2}}{4}=15\cdot\frac{1}{2}\\\\ &\Leftrightarrow a\left(\sqrt{6}-\sqrt{2}\right)=30\\\\ &\Leftrightarrow a=\frac{30}{\sqrt{6}-\sqrt{2}}\\\\ &\Leftrightarrow a=\frac{30\left(\sqrt{6}+\sqrt{2}\right)}{6-2}\\\\ &\Leftrightarrow a=\frac{15\left(\sqrt{6}+\sqrt{2}\right)}{2}\\ \end{align*}]și
[image: \begin{align*} &\frac{15}{\displaystyle\frac{\sqrt{6}-\sqrt{2}}{4}}=\frac{c}{\displaystyle\frac{\sqrt{2}}{2}}\\\\ &\Leftrightarrow c\cdot \frac{\sqrt{6}-\sqrt{2}}{4}=15\cdot\frac{\sqrt{2}}{2}\\\\ &\Leftrightarrow c\left(\sqrt{6}-\sqrt{2}\right)=30\sqrt{2}\\\\ &\Leftrightarrow c=\frac{30\sqrt{2}}{\sqrt{6}-\sqrt{2}}\\\\ &\Leftrightarrow c=\frac{30\sqrt{2}\left(\sqrt{6}+\sqrt{2}\right)}{6-2}\\\\ &\Leftrightarrow c=\frac{15\sqrt{2}\left(\sqrt{6}+\sqrt{2}\right)}{2}\\\\ &\Leftrightarrow c=\frac{15\sqrt{12}+15\cdot 2}{2}\\\\ &\Leftrightarrow c=\frac{15\cdot 2\sqrt{3}+15\cdot 2}{2}\\\\ &\Leftrightarrow c=15\left(\sqrt{3}+1\right)\ . \end{align*}]



Problema 3. Fie triunghiul [image: ABC] unde [image: AC=15], [image: AB=12], [image: BC=18].
** În acest caz, cunoaștem toate cele trei laturi ale triunghiului.
[image: ]
Folosind teorema cosinusului, obținem:
[image: \begin{align*} \cos A&=\frac{b^2+c^2-a^2}{2bc}\\\\ &=\frac{225+144-324}{2\cdot 15\cdot 12}\\\\ &=\frac{45}{360}\\\\ \end{align*}]
[image: \begin{align*} &\Rightarrow\cos A=\frac{1}{8} \end{align*}]
[image: \begin{align*} \cos B&=\frac{a^2+c^2-b^2}{2ac}\\\\ &=\frac{324+144-225}{2\cdot 18\cdot 12}\\\\ &=\frac{243}{432}\\\\ &=\frac{9}{16} \end{align*}]
[image: \begin{align*} &\Rightarrow\cos B=\frac{9}{16} \end{align*}]
[image: \begin{align*} \cos C&=\frac{a^2+b^2-c^2}{2ab}\\\\ &=\frac{324+225-144}{2\cdot 18\cdot 15}\\\\ &=\frac{405}{540}\\\\ &=\frac{3}{4}\\\\ \end{align*}]
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